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Ejercicio 1

Identifica qué distribucion considerarias mas apropiada para cada
una de las medidas siguientes? Indica los pardmetros necesarios para
calcular las probabilidades.

a. Se esta interesado en conocer si en una muestra de anatomia patologica
de un tumor es maligno o no
A) Estamos ante un proceso en donde una muestra tumoral se analiza y

obtenemos si es maligno o no, es decir, éxito o fracaso, segln se mire y
se defina previamente. Bien el éxito pueda ser el “ser maligno”, o bien
pueda convenirse que el éxito corresponda a un tumor “no maligno”.
Supongamos que nuestro objetivo es detectar tumores malignos, asi
gue tomaremos como éxito cuando topamos con uno de ellos y como
fracaso, cuando el tumor no es maligno. Lo convenimos asi sin perder
generalidad alguna.

Cada vez que analizamos una muestra para ver si es maligha o no,
claramente estamos ante un ensayo de Bernoulli, que es aquel en el que
solo se pueden obtener dos resultados (Maligno/No Maligno)



El ensayo de Bernoulli esta modelado por una variable aleatoria que
puede tomar sélo dos valores: 0, 1. Utilizaremos el 1 para el
“éxito”/”maligno” y el 0 para “fracaso”/”benigno”.

En este caso, en base a datos empiricos, estadisticas y otros estudios,
deberia existir un pardmetro “p” que indica la probabilidad de éxito
(maligno), siendo q=1-p el fracaso (benigno) en una muestra de

anatomia patoldgica de un tumor.

De esta manera, la distribucion apropiada que describira este
proceso sera una distribucion de Bernoulli de parametro p: B(p).
También, una Binomial n=1, p, Bin(1,p) serd idéntica a la distribucion de
Bernoulli.

La funcidon de masa de probabilidad de la distribucién de Bernoulli es:
PX=x)=p*(1—-p)1*,x=0,1
x = 1 (tumor maligno); x = 0 (tumor benigno)
Su esperanza y varianza seran:
EX)=p; o> =Var(X) =p(1-p)

b. Se dispone de 20 pacientes con un tumor y se desea cuantificar cuantos
de ellos tiene un tumor maligno

Tenemos n=20 pacientes con tumor, pero no sabemos cuantos de
ellos son malignos. Por la respuesta anterior sabemos el parametro “p” que
indica la probabilidad de que, al analizar un tumor, éste sea maligno o no.

De esta manera, podemos proceder razonando.

Sabemos, por el apartado anterior que, en una muestra de anatomia
patolégica de un tumor, existe una probabilidad “p” de que éste sea
maligno. En n=20 pacientes, sin importar su orden, podemos tener de 0 a
20 tumores malignos. Si hubiesen 0<=k<=20 tumores, tendriamos
diferentes posibilidades de llegar a ese resultado, dado por el nimero
combinatorio:



La distribucion binomial o distribucién bindmica es una distribucion
de probabilidad discreta que cuenta el nimero de éxitos en una secuencia
de n ensayos de Bernoulli independientes entre si, con una probabilidad fija
“p” de ocurrencia de éxito (maligno) entre los ensayos. Asi que éste serd
nuestro caso o paradigma estadistico de estudio.

En este caso, solo podemos esperar calcular una esperanza muestral
con n=20 sujetos con tumores, que pueden ser o no malignos. En dicho
caso, podemos utilizar la distribucidon de una variable aleatoria Bin(20,p) y
calcular su esperanza.

Para calcular la esperanza de la Bin(20,p) podemos proceder de
diferentes maneras que se detallan en la bibliografia del curso de Ia
asignatura, bien directamente sobre su expresion de la densidad o masa de
probabilidad, bien a través del hecho de que las 20 variables
independientes de Bernoulli B(p) {Xi}, si se suman, siguen una binomial
Bin(20,p). En este caso, la esperanza y la varianza de esta distribuciéon de
sumas de V.A. B(p) sera:

20
E (ZXL-> = E(xy) + -+ E(xpy) =np =20 p
i=1

Sabiendo que la esperanza de una distribucion de Bernoulli viene
dadapor:E(x;)) =0-PX=0)+1-PX=1)=p

De entre los n=20 pacientes con tumor esperamos encontrar “n-p”
tumores malignos con una varianza (medida de dispersion) que vendra
dada por:

20
Var(X) = Var (Z Xl-) =Var(X;))+ -+ Var(X,)=n-p-(1—p)
i=1
=20-p-(1-p)

Podemos usar el teorema de De Moivre-Laplace, caso particular del
teorema del limite central, en donde la distribucidon normal puede ser una
aproximacion de la distribucion binomial. Conformen n—> oo, esta
aproximacion es buena si np 2 5 y n(1-p) 2 5. En particular, el teorema
muestra que la funcién de masa de probabilidad del numero aleatorio de



“éxitos” en una serie de n ensayos de Bernoulli independientes, cada uno
con probabilidad de éxito p (una distribucién binomial con n intentos),
converge a la funcion de densidad de probabilidad de la distribucién normal

con media u=np =20-p y desviaciéon estdndar o = /np(1 —p) =
\/20 -p(1 — p), si n es suficientemente grande y asumiendo que pno es 1
o 0 (Wikipedia: https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema de De Moivre-
Laplace).

c. Se conoce que un virus genera 4 mutaciones en promedio en un gen
cada 12 horas. Se esta interesado cuantificar el nimero de mutaciones
diarias que genera el virus.

Un promedio de 4 mutaciones en un gen cada 12 horas, extrapolando
linealmente, son 8 mutaciones en 24 horas. 24 horas son 1.440 minutos,
unidad de tiempo que utilizaremos. Podemos establecer una tasa de
mutacion y calcular el parametro de la distribucion de Poisson a utilizar:

4 mutaciones

A =Tasa x Unidad Tiempo = : - 1440 minutos
720 minutos

= 8 mutaciones

Teniendo esta tasa en el tiempo de mutaciones, la Variable Aleatoria
discreta que modelara la cuantificacién diaria sera una distribucion de
Poisson con el parametro calculado. Esta distribucidn sirve para modelar el
numero de veces (0,1,2,3,4,...) que sucede un suceso (mutacién, en nuestro
caso) en un intervalo de tiempo (24 horas) en base a una tasa. La funcién
de masa de probabilidad viene dada por:

k
PX=k)=—e*

Para estimar el numero de mutaciones diarias que genera el virus,
tomaremos la esperanza de esta distribucién de probabilidad, que nos dara
una idea de la media esperada, junto con su varianza o desviacion tipica,
gue nos indicara la dispersion que podemos esperar:


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_De_Moivre-Laplace
https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_De_Moivre-Laplace

N? mutaciones diarias = E(X)
_ A — oA — -1, E — ] —
= e k=e k!k—e A =1=8

k=0 k=0 Jj=0
Calculamos la varianza:
Var(X) = E[X?] — (E[X])? = E[X?] — 22 = 1 = 8 (Nota: para el
cadlculo de la varianza he utilizado el programa Maple). Siendo la desviacion

estandar o = \/Var(X) = 2,828, y que nos dard una idea de las
desviaciones entorno a la media esperada.

d. Se esta interesado en conocer la distribucion del volumen tumoral en
centimetros cubicos. Se conoce la media y la desviacion tipica del volumen
tumoral

En este caso, podemos suponer que los volimenes tumorales se
distribuiran segun una distribucidon normal, hecho que se suele dar en
muchos fendmenos naturales y que, bajo su observancia experimental, los
estadisticos llegaron a postular en el Teorema del Limite Central. Sin
adentrarnos en la demostracion matematica, parece légico concluir que hay
ciertos fendmenos, sobre todo vinculados a procesos naturales, en donde
los datos o medidas se distribuiran en torno a una media y con una varianza
propias de un modelo de distribucion normal, que presenta una simetria
entorno a su media, dando cuenta que las desviaciones de ésta, positivas o
negativas, son igual de probables y no hay sesgo, siendo la desviacion de la
media una consecuencia de la deriva o estocasticidad propia de la realidad
a modelar.

Conocemos la media p y la desviacion tipica o, por lo que podriamos
pensar que la distribucidn del volumen tumoral seguird una normal N(y, o).
Sin embargo, no necesariamente los volumenes tumorales deben proceder
de una normal, pues tan solo conocemos la media y la varianza.

En tanto que el enunciado dice que se conoce la media y la varianza,
hemos de suponer que han sido estimadas a partir de datos experimentales
en muestreos. Aplicando el Teorema del Limite Central, la media muestral
sera la media del modelo, y la distribucidon serd una normal con media la de

. . / . ny s . . o . ~
la variable de interés |, y desviacion tipica igual: N siendo n el tamafo de



la muestra considerada. Por tanto, el volumen tumoral seguira una
distribucion:

V~N(u, \/i,;) —> Que corresponde a la distribucion del volumen medio de los

tumores.
Ejercicio 2

Para estudiar la regulacion hormonal de una linea metabdlica, inyectan
a ratas albinas un farmaco A que inhibe la sintesis de proteinas del
organismo. En general, 4 de cada 20 ratas mueren a causa del fdrmaco antes
de que el experimento haya concluido. Si se utiliza un farmaco B el
resultado es que mueren 6 de cada 20 ratas a causa del fadrmaco antes de
concluir el experimento. En un nuevo experimento se dispone de 15 ratas
inyectadas con un farmaco Ay 10 ratas con un farmaco B.

a) éCudl es la probabilidad de que una rata de las 25 se muera antes

de concluir el experimento?

Sea X = {Vivo, Muerto} = {V, M} es espacio muestral dado el
experimento. Tenemos, segun el enunciado, que:

Pa(X=Muerte)=4/20=2/10=1/5=0,2 = Para 1 rata con el farmaco A en un
experimento concreto.

Ps(X=Muerte)=6/20=3/10=0,3-> Para 1 rata con el farmaco B en un
experimento concreto.

Vamos a dar dos soluciones segun entendamos la pregunta, bien
que tan solo muera 1 rata y ninguna mas, o bien que muera 1 o mas
ratas. Calcularemos ambas probabilidades ante mi duda del enunciado.

Calculamos primera la probabilidad de que, de las 25 ratas, solo
muera 1 antes de concluir el experimento y ninguna mas. Las
probabilidades que acabamos de calcular han sido extraidas desde
frecuencias observadas en experimentos independientes, en donde a
todas las ratas se les suministraba el mismo farmaco. En cada
experimento, todas las ratas que morian lo eran a causa del mismo
farmaco, siendo que el hecho de morir no venia condicionado a Ia
pertenencia de algun grupo o categoria, es decir, se sabia que la causa
era el farmaco suministrado, lo que supone una informacion previa.



Podriamos estar tentados a pensar que, al tener 25 ratas a las que se
ha suministrado el farmaco A o B, poseemos dos experimentos
independientes, siendo que, si ha de morir solo una rata y nada mas que
una (supongo que interpreto asi el enunciado), bien deba ser el caso que
muere 1 sélo por el farmaco A y ninguna por el fdrmaco B, o bien que
muera 1 solo por el farmaco B y ninguna por el farmaco A. Y estariamos
tentados a plantear la siguiente ecuacion:

P(muere solo 1 rata)= P(muere 1 rata A)*P(no mueren ratas B) + P(no
mueren ratas A)*P(muere 1 rata B).

Pero en este caso, la probabilidad de muerte de una rata esta
condicionada al farmaco suministrado, como veremos. Por tanto, no
estamos ante el producto de 2 distribuciones Binomiales, Bin(0,2 ; 15) y
Bin(0,3; 10), y no podemos hacer lo que voy a poner a continuacién:

1
P(muere solo1A) = (1) (E) ( ) 0.13194
( = 0.03518

4\
P(No muere ninguna A) = £
P( lol1B) = (10) <3) (7) 0.12106

muere solo = 0 }(9 -0

7

P(No muere ninguna B) = (E) = 0.02825

P(muere 1 Rata solo)
= P(muere solo 1 A) - P(No muere ninguna B)
+ P(No muere ninguna A) - P(muere solo 1 B)
= (0.13194) - (0.02825) + (0.03518 ) - (0.12106 ) = 0.007986

Podemos calcularla de otra manera, que es la correcta. Hemos de
tener en cuenta que, cuando se observa una muerte en el experimento,
no se sabe si es a causa del farmaco A o del farmaco B —tenemos una
falta de informacién con respecto a los experimentos separados-, y que
el hecho de “morir una paloma” depende de 2 factores, los tratamientos
Ay B. La causa de la muerte en si, si es independiente entre palomas de
grupos distintos, a causa de cada farmaco, pero en nuestro nuevo
experimento se desconoce la causa cuando actua el hecho de morir, lo
gue supone falta de informacion.

Calculamos la probabilidad de morir en nuestro experimento.
Definimos los sucesos: A={ser paloma tratada con farmaco A}, B={ser



paloma tratada con farmaco B} y M={morir durante el experimento}.
Desde una teoria conjuntista de la probabilidad, podemos escribir:

P(Muerte) = P(ANM) + P(BNM) = P(A) - P(M|A) + P(B) -
P(M|B) = g 0,2 + £-0,3 = 0,24

Ya tenemos la probabilidad de que una rata muera en el
experimento, bien a causa del farmaco A o del B, es decir, el parametro
de una Binomial de n=25 que utilizaremos para calcular la probabilidad
de que sélo muera 1 paloma:

25
PX=1)= < 1 ) (0,24)* - (0,76)** = 0.008273275092

Ahora respondemos a la cuestidn considerando la probabilidad de
que muera 1 o mas ratas antes de concluir el experimento. Para este
caso, vamos a considerar dos distribuciones de probabilidad binomiales:

25
PX>1)=1-PX=0)=1- ( 0 ) (0,24)° - (0,76)%°
= 0.9989520518

b) éCudl es la probabilidad de que mueran 2 ratas tratadas con el
farmaco A?

Definimos la variable aleatoria Y: N2 de ratas tratadas con el farmaco A

gue mueren de un grupo de 15. Debemos observar que, a diferencia que el
apartado a, aqui estamos fiando la condiciéon de que debe ser una rata
tratada con un farmaco concreto, el A. Sin embargo, en la cuestion del
apartado a, ante una muerte, hay una falta de informacidn, la del farmaco
causante. En este caso, al tratarse

Y~B(n=15p =0.2)
La funcién de probabilidad es
n _
P(Y=k)=(k)-p"-q” “ gq=1-p
La probabilidad que nos piden es

P(Y =2) = (125) .0.22-0.813 = 0.2308974418



¢) éCudl es la probabilidad de que si una rata estda muerta haya sido
tratada con el farmaco B?

Veremos dos maneras de razonar la respuesta, una un poco mas
larga que la otra, que es mas directa.

Conviene elaborar la siguiente tabla en base a los datos que nos
proporciona el enunciado y mediante los cuales hemos calculado las
probabilidades de morir ante un tratamiento determinado (A o B)

Datos del TRATAMIENTO | TRATAMIENTO TOTAL
enunciado A B
(experiencia)
MUEREN 4 6 10
VIVEN 16 14 30
TOTAL 20 20 40

Definimos los sucesos siguientes: M={Muerte de rata}, A={Ser rata
tratada con Farmaco A}, B={Ser rata tratada con farmaco B}

6
P(BNM 20 6
BOM) _30 _° _ 60
P(M) 10 10

40
En el nuevo experimento, en base a las probabilidades calculadas y
los totales de ratas tratadas con farmaco A o B, tendremos la siguiente
tabla que nos indicara el desglose por tratamiento y resultado del
experimento nuevo, valores esperados en base a las probabilidades que

hemos calculado:

P(BIM) =

10 ratas tratadas con B

P(E) = = 0,4 serd la probabilidad de tener
25 ratas tratadas en total

una rata tratada con el farmaco B.

Datos del TRATAMIENTO | TRATAMIENTO TOTAL
Experimento A B
(valores
esperados)
MUEREN 0,2-15=3 0,3-10=3 6
VIVEN 0,8-15=12 0,7-10=7 19
TOTAL 15 10 25




En base a la tabla que nos da las proporciones de ratas de cada
tratamiento, asi como las que mueren o no, calculadas en funcién a las
probabilidades experimentales del enunciado, tenemos que:

3
P(ENC) 75
6

G =3= 0,50. Resultado que puede deducirse

P(EIC) = :

directamente de la tabla al observar que, de 6 ratas que esperamos que
mueran, 3 son por el tratamiento Ay las otras 3 por el B.

Una forma mas directa seria:

Para resolver este apartado vamos a emplear el teorema de
Bayes:

pesiay < PEOM) _PB)-PMIB) _04-03

PM) P(M) =024 00

d) éCudl es la probabilidad de que se muera sélo una rata tratada con
el farmaco A y sélo una rata tratada con el farmaco B?

Para abordar esta cuestion procederemos al calculo de forma directa.
La probabilidad, tratandose de sucesos independientes los tratamientos
Ay B en ratas, vendra dada por la probabilidad de que sélo muera 1 rata
de tratamiento A multiplicada por la probabilidad de que s6lo muera una
rata de tratamiento B.

P(muere sélo1rataAysélo1B) =P(X=1)-P(Y =1)
15 10
= (7)) 2t 8- () 03" (0,7 = 0015973

e) Genera 1 muestra aleatoria de 30 ratas tratadas con el farmaco B
utilizando la probabilidad de morir del enunciado (6 de cada 20). Estima
el % de ratas que se mueren a partir de la muestra y calcula su intervalo
de confianza al 95%.

Interpreta los resultados.

Aplica el siguiente cédigo para poder replicar los resultados si los ejecutas
varias veces, ya que si no fijas la semilla(seed), cada vez que ejecutes los
comandos te dara un resultado diferente.



set.seed (unnumero) #cambia “unnumero” por un numero para que
siempre genere la misma muestra rbinom(n, size, prob) # genera n
muestras de tamafo “size” con una probabilidad de éxito “prob”

Para generar 1 muestra utilizamos R y escribimos los comandos o
instrucciones siguientes:

set.seed(8813343)
rbinom(1, 30, 0.3)

En rbinom(...) estamos indicando que queremos 1 muestra de una
Binomial(p=0,3 ; n=30), pues la probabilidad de morir en el tratamiento del
farmaco B es, segun el enunciado, p=6/20=0,3

Y obtenemos un resultado en R de: 6 ratas muertas tratadas con el
farmaco B. Esto supone un porcentaje de muertes en la muestra de:

p = % = 0,2 = 20% de ratas tratadas con el farmaco B de las 30, que

han fallecido en la simulacidon de 1 muestra de la Bin(p=0,3 ; n=30).

Ahora calculamos su intervalo de confianza al nivel del 95% =(1-a)%,
siendo a=0,05. Primero calculamos la aproximacion al error estandar que
se obtiene de esta muestra simulada:

p(1—p)  [0,2(1—-0,2)
n 30

Estamos aproximando la binomial por una distribucién normal con
media p y varianza n-p(1-p). En nuestro caso conocemos p, pues lo hemos
utilizado para la simulacién de la muestra, pero decidiré basarnos en el
estimador obtenido para evaluar la bondad de la simulacion y la aplicacion
del método; en cierta medida, si nos piden un intervalo de confianza al 95%
sabiendo el pardmetro a estimar, deja de tener sentido otorgar un intervalo
de confianza a un parametro ya conocido. Como valor critico tomamos
aquel punto que, normalizando y estandarizando, nos otorgue un nivel de
confianza del 95%, siendo en este caso:

= 0.07302967433

SﬁZ

NOTA: Como condiciones para aproximar una Binomial a una normal debe
exigirse que:
n>30y n-P>5y n(1-p)=5, en nuestro caso es: n=30, n-p=9 y n:(1-p)=21



Zg/2 = 1,96
Tenemos que:

p(1 —p)
n

o— —
R e I CE ) I

Y el intervalo buscado, al nivel de confianza del 95%, vendra dado

5—1,96 - ’p( —P) 5 +1,96 /p(l_

= (0.2 —0.143138,0.2 + 0.143138)
= (0.056862,0.343138)

P (—1,96 < - < 1,96) = 0,95

por:

Con este nivel de confianza del intervalo del 95% podemos calcular la
precision obtenida en nuestra estimacion mediante intervalo:

Precision = zy o5/ - = 0.143138 - 14,3%

La estimacién del pardametro en la simulacion realizada es p = 20% o
p =0,200 £0,143

Este resultado de la estimacion del parametro p y su intervalo de
confianza al 95% calculado viene a decirnos que, cada vez que procedamos
de esta manera ante una muestra de una Bin(1; 0,3) , el 95% de los
intervalos de confianza calculados de estas muestras contendran el
verdadero valor del parametro que se desea estimar, p=0,3 en nuestro
caso.



f)

g)

Si en lugar de 1 muestra de 30 ratas, repites el experimento y generas
200 muestras de 30 ratas tratadas con el farmaco B. Si en cada una de
las 200 muestras calculas % de ratas que se mueren y su intervalo de
confianza al 95%. ¢ Cuantos de los 200 intervalos de confianza esperas
que contengan el verdadero porcentaje de ratas muertas del farmaco
B?

Segun el método de construccidon de los intervalos de confianza, al
exigir un 95% de confianza, nos dice que, bajo ese procedimiento, de
cada 100 muestras esperamos que 95 intervalos contengan el verdadero
valor del pardmetro a estimar, p en nuestro caso.

Por tanto, si hemos extraido o simulado 200 muestras de una
distribucioén, al calcular intervalos al nivel de 95% de confianza, el 95%
de esos 200 intervalos calculados a partir de muestras contendrd el
verdadero valor del parametro a estimar, “p”. En nuestro caso sera:
200 - 0.95 = 190 intervalos que contengan el verdadero valor del

a_n

parametro “p

Efectua la simulacion e indica cuantos intervalos contienen
verdaderamente el % de ratas muertas.

Realizamos la simulacion en cédigo R y pasaremos a comentar cada
uno de los pasos del codigo.

set.seed(8813343) Fijamos la semilla.
muestras <- replicate(200,rbinom(1,30,0.3)) Utilizamos la funcion
replicate para generar 200 muestras de una Binomial(30 ; 0,3)

muestras.media <-mean(muestras) Calculamos la media de las 200
muestras.

muestras.media

Resultado de la media: 9.1

hist(muestras,main="Distribucion muestral",col="steelblue",

freq=F, breaks=15) Dibujamos el histograma de frecuencias

relativas.

lines(density(muestras),col="red") Dibujamos la linea de densidad
empirica extrapolada de los 200 datos que nos proporciona esta funcidn
de R.

min(muestras) Extraemos el minimo valor de las muestras: 3

max(muestras) Extraemos el maximo valor de las muestras: 15



sd(muestras) Extraemos la quasi-desviacion estandar (divide por n-1
=199): 2.618066

La siguiente funcidn recibe una lista que contiene las 200 muestras,
el tamano n=30 ratas y el nUmero de muestras tomadas, N=200. La funcion
recorre los valores de la lista de las 200 muestras generadas, la divide por
n=30 para tenerlas en porcentaje. Después calcula el error muestral en base
al valor del parametro que pertoca y la precision segin un nivel de
significacion de 0,05 o nivel de confianza del 95%.

Teniendo la precision calculada para cada valor del parametro
obtenido en la simulacion se calculan los limtes minimo y maximo del
intervalo de confianza al 95% de significacion. También, en base a los
valores de las 200 muestras iremos calculando la varianza muestral de
nuestra simulacion.

Una vez hemos calculado el intervalo para un valor del parametro de
las 200 simulaciones, pasamos a mirar si el verdadero valor a estimar, p=0,3,
cae dentro de dicho intervalo, si es asi, incrementamos una variable que
contiene el numero de aciertos o intervalos que si contienen al verdadero

valor del parametro a estimar “p”. Por ultimo sacamos pro pantalla
resultado para cada muestra generada y los cargamos en un dataframe.

Finalmente la funcién imprime el numero de aciertos, la media de las
200 muestras y su varianza muestral.
### Funcion que estima el paramtero de proporcion p y calcula el
# intervalo de confianza para N muestras de tamano n.
estimacion <- function(muestrass,n,N){
muestras.media <-mean(muestras)/n
muestras.varianza <- 0
aciertos <- 0
df <- data.frame(pp = double(),
intermin = double(),
intermax = double(),
precisi = double(),
dentro = character())

for (iin 1:N){
p <- muestrass[i]/n
errmuestral <- sqrt((p*(1-p)/n))



precision <- 1.96*errmuestral
pmin <- p-precision
pmax <- p+precision
interval <- c(pmin,pmax)
muestras.varianza <- muestras.varianza + (p-muestras.media)**2
acierta <- (pmin <= 0.3 & 0.3 <=pmax)
dfprov <- data.frame(pp = p,
intermin = pmin,
intermax = pmax,
precisi = precision,
dentro = acierta)
if (acierta){
aciertos <- aciertos+1

}

print (p)

print(interval)

print(precision)

print(acierta)

df <- rbind(df,dfprov)
}

muestras.varianza <- muestras.varianza/N
print(aciertos)
print(muestras.media)
print(muestras.varianza)

print(df)

return (list(df, muestras.media,
muestras.varianza,sqrt(muestras.varianza)))
} Final de la funcion.

Ahora llamamos a la funcidn pasandole las muestras generadas

y los parametros n=30 y N=200.

resultados <- estimacion(muestras,30,200)

resultados En la variable “resultados” obtenemos los calculos de la
funcidon mencionada.

Resultados obtenidos en la simulacién efectuada en R:

Media: 0.3033333

Varianza muestral: 0.007577778

Desviacion tipica muestral: 0.08705043



N2 de aciertos: 192

popo <- as.data.frame(resultados[1]) Cargamos en un dataframe sélo
las muestras, sin el resto de resultados, para trabajar sobre ellas.

popo

#str(popo)

mean(poposSpp)

sd(popoSpp) La quasi-desviacion tipica vale: 0.08726888

#Desviacion estandar:

A partir de la quasi-desviacion tipica calculada por R calculamos la
desviacion tipica y comprobamos que coincide con la calculada por la
funcién

ssd <-sd(popoSpp)*sqrt(199)/sqrt(200)

ssd

Desviacion tipica: 0.08705043

La varianza serd la desviacion tipica al cuadrado.

ssd**2

Varianza muestral: 0.007577778

Calculamos la varianza de una Binomial (30 ; 0,3)

var <- 0.3*(1-0.3)*30

var

Resultado de la varianza: 6.3

Frente a este valor modélico calculamos la varianza muestral
obtenida en nuestra muestra de 200 ratas:

sd(muestras/30)**2

Resultado de la varianza muestral en proporcion para el parametro
“p” (dividimos por n=30): 0.007615857

sd(muestras)**2
Ahora no dividimos por n=30 y obtenemos la varianza de nuestra
muestra simulada en totales: 6.854271 que se aproxima bastante bien a

la tedrica calculada, asi como la media muestral que hemos obtenido de
0.3033333

Dibujamos el histograma de frecuencias relativas de las 200 muestras
generadas junto a la funcién de densidad empirica calculada por R en
base a los datos de la simulacién. Vemos que, en cierta medida y salvo
ligeras desviaciones, la figura recuerda a la de una distribucién normal
de media 9 y varianza 6,3

hist(muestras,main="Distribucion muestral",col="steelblue",

freq=F, breaks=15)



lines(density(muestras),col="red")
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Ahora vamos a comprar el grafico de la funcion de densidad de una
distribucién de probabilidad normal N(9; 6,3), que es a la distribucion a la
que tiende una Binomial (30 ; 0,3), con la funcién de densidad empirica
calculada por R en base alos datos de las 200 simulaciones.

En este caso, nuestra funcion de densidad obtenida de los datos de
la simulacién experimental, no es mas que una aproximacion bajo el T.L.C

de una suma de N=200 normales N(ﬁ %) que aproximan 200 muestras

binomiales (30 ; 0,3). O estamos sumando binomiales y luego promediando
gue, segun el T.L.C tenderan a una normal.

Tengamos en cuenta que la varianza de 200 binomiales es:
n-p(1-p):N = 30:0,3:(1-0,3)-200, que al promediar en las 200 binomiales
quedard como: 6,3.

Tenemos que:
200 200

ZX ZN (200 200) N(O63)

x<-seq(0,20,length=100)

y<-(1/(sqrt(2*pi)*sqrt(var)))*exp(-(x-(0.3)*30)*2/(2*var))

plot(x,y, type="1", Iwd=3, col="blue", main="Funcion de Densidad
N(9,6.3) y Empirica Muestral”,



xlab = "N de muertes en Bin(30,0.3", ylab = "Probabilidad")
lines(density(muestras),col="red")

Vemos que la simulaciéon ha generado una distribucion muestral
empirica que se aproxima bastante bien a la normal esperada segun el
T.L.C. N(9; 6,3):

Funcion de Densidad N(9,6.3) y Empirica Muestral

Probabilidad
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Ahora graficamos la funcidon de densidad empirica frente a la media
y varianza obtenidas en el muestreo de la simulacién, no el esperado bajo
la tendencia segln el T.L.C.: (NOTA, corregimos el hecho de que la funcién
sd en R corresponde a la quasi-desviacion tipica)

x<-seq(0,18,length=100)
f <- dnorm(x, muestras.media, sd(muestras)*sqrt(199)/sqrt(200))

plot(x, f, type ="I", lwd = 2, col = "blue", ylab = "Probalidad",
xlab = "N2 de Muertes",
main = "Normal obtenida segln los parametros muestrales")
lines(density(muestras),col="red")



Normal obtenida segln los parametros muestrales
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Observamos que el ajuste es muy aceptable y que, comparando con
la anterior, la distribucidn muestral empirica se asemeja mas a la normal
esperada segun indica el T.L.C. que no a la Normal con la media y varianza
muestrales calculadas procedentes de la simulacion.

Ahora realizaremos un grafico de los 200 intervalos de confianza al
95% calculados en las 200 muestras. A su vez, graficamos la media tedrica
y el intervalo correspondiente de confianza al 95%. Como hemos visto en
los calculos algoritmicos y podemos ver en el grafico, se esperaban 190
intervalos que contengan al verdadero valor del parametro y, en nuestra
simulacion hemos obtenido 192 intervalos de confianza al nivel de
significacion del 95% que si contienen el verdadero valor del parametro a
estimar, cosa que concuerda con el porcentaje esperado de los 200
intervalos calculados.
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Cadigo en R:

Nota: en popo tenemos los valores estimados del parametro “p” (pp),
el minimo y maximo del intervalo de confianza, la precisién y una variable
booleana que nos dice si el verdadero valor de p=0,3 cae dentro del
intervalo en cuestion.

#Calculamos los limites del intervalo de confianza al 95% para el verdadero

#valor del pardmetro p=0.3

errm <- sqrt((0.3*(1-0.3)/30))

preci <- 1.96*errm

pmini <- p-preci

pmaxi <- p+preci

library(ggplot2)

mm <-¢(1:200)

mm

grafl <- ggplot(data=popo, aes(x=c(1:200), y=pp)) + geom_point() +
geom_hline(yintercept = 0.3, colour="blue") +



geom_hline(yintercept = pmini, colour="red") +
geom_hline(yintercept = pmaxi, colour="red") +
ylim(-0.5,0.8) + geom_errorbar(aes(ymin=intermin, ymax=intermax),
width=0.2) +
xlab("") + ylab("N2 de Muertes en 30 ratas") + xlab("N¢ de la simulacién")+
ggtitle("Intervalos de Confianza al 95% de 200 muestras Bin(30,0.5)") +
theme_bw()
grafl

Ejercicio 3

Se supone que la glucemia basal en ayunas en individuos sanos Xs sigue

una distribucion Normal con media 80mg/100ml y desviacion tipica

10mg/100ml. En la poblacién diabética la glucemia basal Xd sigue una

distribucion normal con media 160mg/100ml y una desviacion tipica de

31.4mg/100ml

a) éQué porcentaje de la poblacidn sana tiene un valor de glucemia

basal superior a 100mg/100ml en el que se considera a una
persona prediabética ?

Tenemos las siguientes distribuciones de probabilidad para los
individuos sanos y diabético:

(NOTA: como todas las unidades implicadas vienen divididas por 100ml,
obviaremos este factor divisor para los cdlculos, tomando solo la cantidad
de mg, luego se divide todo por 100ml)

X,~N(80,10) ; X ;~N(160,31.4)

b) Se considera una persona con diabetes si su glucemia basal esta
por encima de 200mg/100ml ¢ Qué porcentaje de la poblacion
diabética no se consideraria diabética siguiendo la consideracion
anterior?

Tenemos que:

X —
X,~N(160,31.4) ; Z=d0—“d~1v(0,1)
d

La probabilidad que nos piden es



200 — 160
31.4

En R: pnorm(200, mean = 160, sd = 31.4,lower.tail = TRUE)

P(X; <200)=P (Z < ) = P(Z < 1.2739) = 0.898648

Aproximadamente el 89.86% de la poblacion diabética no se
consideraria como tal, siguiendo el criterio establecido en el enunciado.

% Poblacion diabética considerada no diabética
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0.0

Valor estandarizado glucemia basal en diabéticos

Cadigo en R:

x<-seq(-3,3,length=100)
y<-(1/(sqrt(2*pi)))*exp(-(x)*2/2)
plot(x,y,type="1", lwd=3, col="blue", main="Funcién de Densidad
Normal(0,1)",
xlab = "N2 de muertes en Bin(30,0.3", ylab = "Probabilidad")
f <-dnorm(x, O, 1)

plot(x, f, type ="I", lwd = 2, col = "blue", ylab = "Probalidad",
xlab = "Valor estandarizado glucemia basal en diabéticos",
main = "% Poblacion diabética considerada no diabética")

HiH 3.A
Ib <- min(x) # Limite inferior



ub <-1.2739 # Limite superior

x2 <- seq(lb, ub, length = 80) # Nueva rejilla
yy<-(1/(sqrt(2*pi))) *exp(-x2"2/2)

#y2 <- dnorm(x2, 1, 0) # Densidad

polygon(c(lb, x2, ub), c(0, yy, 0), col =rgb(0, 0, 1, alpha = 0.5))

c) Si el 10% de la poblacion es diabética. ¢ Qué porcentaje de la
poblacién total tiene la glucemia basal por encima de
100mg/100ml?

Definimos los siguientes sucesos:

A: Tener una glucemia basal por encima de 100mg/100ml
D: Ser diabético
A partir del enunciado tenemos los siguientes datos:
P(D)=010-P(D)=1-P(D)=1-0.1=0.9

La probabilidad de tener una glucemia basal por encima de
100mg/100ml en poblacién sana es:

P(A|5) = P(X;, > 100) = 0.02275013
NOTA. EnR:
pnorm(100, mean = 80, sd = 10, lower.tail = FALSE) # 0.02275013

La probabilidad de tener una glucemia basal por encima de
100mg/100ml en poblacion diabética es

100 — 160

P(A|D) = P(X, > 100) = P (z >—

= 0.9719849

) = P(Z > —1.9108)

En R: pnorm(-1.9108, mean = 0, sd = 1,lower.tail = FALSE) # 0.9719849

Pasamos a calcular la probabilidad de tener una glucemia basal
por encima de 100mg/100ml para la poblacion total mediante el teorema
de la probabilidad total:

P(A) =P(AND)+P(ANnD)=PD)-P(A|D) + P(D)-P(A|D)
=0.1-0.9719849 + 0.9 - 0.02275013 = 0.1176736



Aproximadamente el 11.77% de la poblacion total tiene glucemia
basal por encima de 100mg/100ml.

d) Si elegimos a un individuo de toda la poblacién con una glucemia
basal superior a 100mg/100ml ¢ Qué probabilidad tiene de que
realmente sea diabético?

Aplicando el teorema de Bayes tenemos que:

P(DNA) P(D)-P(AID) 0.1-0.9719849

PO =—p~ =~ p@y 0.1176736

= 0.8260008

Lo que significa una probabilidad aproximada del 82,6%

e) Extrae una muestra de 300 diabéticos y estima el valor medio de la
glucemia basal. Calcula el intervalo de confianza al 99% e interpreta los
resultados. ¢ Qué diferencias encontrarias si el tamaiio de la muestra
fuera de 30 diabéticos.?

Nota.

Aplica el siguiente codigo para poder replicar los resultados si los ejecutas
varias veces,ya que si no fijas la semilla(seed) cada vez que ejecutes los
comandos te dara un resultado diferente set.seed (unnumero) cambia
“unnumero” por un niumero para que siempre genere la misma muestra.
Asi por ejemplo.

x<-rnorm(n,mean=###, sd=#i##)

Genera una muestra de tamafio n con las medias y desviaciones tipicas
por las que sustituyas ####

Vamos a exponer el codigo en R para responder a la pregunta. En él,
veremos 2 funciones diferentes para realizar el mismo calculo, uno segun
los preceptos vistos en los apuntes del curso y el otro valiéndonos de las
funciones implementadas en R.

Cadigo en R:

Definimos la funcion est_media2. Esta funcidén recibe los parametros
de entrada:
n: tamano de la muestra a generar
m: media de la distribucién normal a emplear en la simulacidn.
dt: desviacion tipica de la distribucién normal a emplear en la simulacion.



La funcion est_media2 calculara el intervalo segin el método
estudiado en la asignatura basado en el T.L.C y utilizando el tamafio de la
muestra, la desviacion tipica de la misma vy el valor critico de la distribucién
normal fijado al 99% de confianza.

Teniendo la funcién, procederemos a llamarlas bajo los parametros
de la normal indicada a simular, asi como el tamafio de la muestra que se
desea.

HEJERCICIO 3, APARTADO E
Funcién est_media2:
est_media2 <- function(n,m,dt,nc){
set.seed(1234)
muestra<-rnorm(n,m,dt)
errmuestral <- dt/sqgrt(n) Calculamos el error muestral.
media<-mean(muestra)
precision <- 2.575*errmuestral Calculamos la precision multiplicando el
valor critico por el error muestral
pmin <- media-precision Calculamos el minimo del intervalo.
pmax <- media+precisidon Calculamos el maximo del intervalo.
amplitud <-pmax-pmin Calculamos la amplitud.
return(list(muestra,"Media"=media,"Limite inferior"=pmin,"Limite
superior'"=pmax,
"Amplitud"=amplitud))

Ahora fijamos los valores de los parametros de llamada a las
funciones segun los datos proporcionados por el enunciado.
n1=300
n2=30
m=160
dt=31.4
nc=0.99

Llamamos a la funcidn citada. Se realizan dos llamadas para n1=300
y n2=30.



res2.1 = est_media2(n=n1,m=m,dt=dt,nc=nc)
res2.2= est_media2(n=n2,m=m,dt=dt,nc=nc)

Sacamos los resultados calculados:
Para n=300:
res2.1
res2.1SMedia 2 160.4091
res2.1$ Limite inferior’' 2 155.7409
res2.1$ Limite superior’ = 165.0773
res2.1SAmplitud = 9.336331

Para n=30:

res2.2

res2.2SMedia - 150.6923

res2.2S Limite inferior' 2 135.9302
res2.2S Limite superior’ = 165.4543
res2.2SAmplitud = 29.52407

Observamos una mayor precision en la estimacion de la media y
desviacion tipica para la muestra de n=300 que para la de n=30, como era
de esperar. De otro lado, la precision en el caso del intervalo calculado para
n=300 es mayor, siendo menor la amplitud del intervalo de confianza al 99%
gue para n=30, que es casi el triple de amplio. Por tanto, hay una mayor
precision en el calculo del pardmetro a estimar, la media de la glucemia
basal en diabéticos, para el procedimiento cuando la muestra es mayor,
n=300.

Podemos analizar mediante el efecto del tamano de las muestras
simuladas. Tenemos que el Margen de Error viene dado por:
o
ME =7 - — Por tanto, el ME es para:
0.01/2 N , p
80.855

N=300 2> ME(300) = e = 4.668166
80.8
N=30 > ME(30) = —= = 14.76204
ME(30) ME(30
ME(300) = (30) _ MEGO)

Ji0  3.162278
El margen de error, y por tanto el intervalo de confianza del estimador al

99%, para n=300 es —

NET parte que el margen de error para n=30.



me300 <- res2.1SMedia

me30 <- res2.2SMedia

inf300 <- res2.1S Limite inferior’
max300 <- res2.1S Limite superior’
inf30 <- res2.2S Limite inferior’
max30 <- res2.2S Limite superior’

res2.1 <- as.data.frame(res2.1[1])
res2.2 <-as.data.frame((res2.2[1]))
colnames(res2.1)[1] <-"dato"
colnames(res2.2)[1] <-"dato"

Graficamos los histogramas y las funciones de densidad empirica de
las simulaciones con ggplot, asi como las lineas que marcan los intervalos
de confianzay la estimacion:

Cddigo en R:

H#ggplot
library(ggplot2)
ggplot(data=res2.1,aes(dato)) +  geom_histogram( binwidth
10, fill=1("blue"),col=I("red"),aes(y =..density..))+

labs(title="Distribucion muestral,n=300", x="Glucemia Basal",
y="Frecuencia Relativa")+

geom_density(fill = "orange", alpha = 0.2)+ geom_vline(xintercept =
me300)+

geom_vline(xintercept = inf300) + geom_vline(xintercept = max300)




Distribucion muestral,n=300
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Histograma y curva de densidad para una simulacion de 300 sujetos. Se indica en lineas
verticales negras el intervalo de confianza calculado.

Para una simulacion de 30 individuos tenemos:

Cadigo en R:

ggplot(data=res2.2,aes(dato)) + geom_histogram(  binwidth =
5,fill=I("blue"),col=I("red"),aes(y =..density..))+

labs(title="Distribucion muestral,n=30", x="Glucemia Basal",
y="Frecuencia Relativa")+

geom_density(fill = "orange", alpha = 0.2)+ geom_vline(xintercept =
me30)+

geom_vline(xintercept = inf30) + geom_vline(xintercept = max30)



Distribucion muestral,n=30
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Histograma y curva de densidad para una simulacion de 30 sujetos. Se indica en lineas
verticales negras el intervalo de confianza calculado.

Como hemos razonado en el analisis del Margen de error y su
. 1 .
dependencia con 7 Vemos que la precision para n=300 es mucho mayory

su intervalo menos amplio que para n=30.
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